


El diablotín 

















�             �









































Assignatura: Taller de problemes de Matemàtiques.


Professora: Roser Codina. 


Curs: 1997-98.








Isabel Sánchez Domínguez


Oriol Olivé Casanova 


Història








El diablotín (nom d'origen francès) o 15 puzzle (de l'anglès) és un trencaclosques que fou fabricat i comercialitzat per l'empresa de Nova York Embossing Company l'any 1860. Aquest joc consisteix en un quadrat amb 15 peces quadrades numerades i un quadrat buit situat a la part inferior-dreta. Les peces poden ser col.locades a l'atzar i es tracta d'ordenar-les en ordre creixent sense treure-les del quadrat, només és permès fer-les lliscar. Per tant, no totes les combinacions de les peces són possibles. Aprofitant aquest fet, l'any 1870 el matemàtic Sam Loyd va inventar el 14-15 puzzle. Aquesta variant del 15 puzzle consistia en un trencaclosques com el descrit abans amb les peces numerades de l'1 al 15 en ordre d'esquerra a dreta i daltabaix, però amb les peces 14 i 15 intercanviades. Es tractava de reordenar les peces en la posició correcta i que el quadrat buit hi tornés a estar a la part inferior-dreta. Per la solució correcta en Sam Loyd oferí un premi de 1000 dolars, però ningú el va guanyar perquè el 14-15 puzzle no es pot reordenar correctament.





�


Amb el pas del temps, s'han fet milers de models del 15 puzzle. L'any 1910 va sorgir la idea de fer servir peces rectangulars. Aquests trencaclosques són molt més difícils que els que només tenen peces quadrades. Es poden trobar uns diablotines que representen diferents dibuixos per a infants, altres amb el logotip d'empreses que l'oferien com a regal. No sempre els diablotines són com el descrit anteriorment, alguns tenen el buit en la posició 16, altres en la 4, a dalt a la dreta, i d’altres el tenen fora del quadrat on és el dibuix, amb una peça que sols pot moure’s entre dues posicions. Tot i això l’estudi de cadascun d’ells és el mateix. L’última versió del 15-puzzle és la que es pot trobar a Internet. Un gran nombre de pàgines en parlen, ofereixen el joc i plantegen nous problemes realment enginyosos.  



































Estudi








Per començar a estudiar el diablotín, ens haurem de fixar primer en com són els seus moviments. Quan movem una peça, aquesta es situa on hi havia l'espai buit. Per tant podem entendre cada moviment com un intercanvi de posicions entre una peça i el buit, que podem imaginar-nos com una peça transparent. Així doncs, ens interessarà els llocs per on ha passat aquesta peça imaginària i amb quin ordre ja que això ens determinarà els moviments de totes les altres peces. Per exemple, anomenant les posicions de l'1 al 16, podem representar un camí de la peça buida com: 16�15�14�10�6. Això produeix un canvi en les peces com indica el dibuix:
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Com que ens interessen els camins del buit, representarem el diablotín amb un graf de 16 vèrtexs (posicions) com en la figura, i estudiarem els camins dins d'aquest graf, concretament els que comencen i acaben en la posició 16 perquè podem considerar que el buit està en aquesta en començar i en acabar un seguit de moviments.
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Estudiem un cas més senzill.











2x2
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El diablotín 2x2 correspon a un diablotín de 3 peces més un espai buit que té el graf associat de la figura. Així doncs, un camí possible que comença i acaba en el punt 4 és: 4�3�1�2�4. Observem com varien les posicions de les altres peces. Si el buit va de 4 a 3, la peça 3 va a 4, les altres resten igual. Si el vuit va de 3 a 1, la peça que hi ha en 1 va a 3, etc. Representem els canvis per:





4�3�1�2�4


1�1�3�3�3


2�2�2�1�1


3�4�4�4�2





O el que és el mateix, en forma de cicle: 
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Aquesta funció genera tots els canvis, perquè qualsevol altre camí que fem es pot escriure en funció de f. Observem que �= Id i per tant �=�.





Quines combinacions podem tenir en aquest diablotín tan senzill? Com que l’únic que podem aplicar és f, sols podem tenir tres combinacions. El resultat d'aplicar f, � o �=id. Per resoldre qualsevol d’aquest sols cal fer rodar les peces.





Combinacions possibles :    �      �      �








3x2





En aquest cas tenim dos camins bàsics que comencen en el punt 6. 


6�5�2�3�6 i 6�5�4�1�2�5�6. Qualsevol altre camí ve generat per aquests dos. Aquests camins corresponen a dues funcions generadores, que anomenarem f i g, que es poden representar pels cicles (2, 5, 3) i (1, 4, 2) respectivament.

















Aquestes dues funcions fan rotar 3 peces cadascuna, deixant les altres immòbils, amb una única posició en comú. Gràficament podem observar que es poden situar les peces 1 i 4 com en la figura. Després, aplicant (g ( f) obtenim la columna de l’esquerra correctament ordenada. El que queda per resoldre es redueix al cas 2x2. Podria ser que les 3 peces que queden per ordenar estiguessin de tal manera que no es pogués resoldre fent-les rodar amb la funció f ? Com veurem més endavant en l’apartat casos possibles i impossibles, això no pot ser.
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3x3





El graf corresponent a aquest cas està format per quatre quadrats. Aniria bé trobar 4 funcions generadores que rotessin les peces del voltant. Els 4 camins que produeixen aquests canvis són: 9�8�5�4�1�2�5�8�9, 9�6�5�2�3�6�9, 9�8�7�4�5�8�9, 9�8�5�6�9, que corresponen als cicles: (1,4,2) (2,5,3) (4,7,5) (5,8,9).





Amb aquestes funcions hem de trobar una manera de resoldre’l. Observem que podem posar les peces 1, 2 i 3 en quadrats diferents, com en el dibuix. Aleshores, amb les funcions (2,5,3) i (4,7,5) enviem les peces de les posicions 3 i 7 a les posicions 2 i 5 respectivament. Obtenim, doncs, el segon dibuix, que acabem de resoldre amb la funció (2,5,3)�,que correspon a seguir el camí al revés, o el que és el mateix (2,5,3)� = (2,5,3) (2,5,3) = (2,3,5).
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4x4





Finalment, estudiem el cas 4x4 generalitzant a partir dels casos anteriors. El graf corresponent estarà format per 9 quadrats, i per tant tindrem 9 funcions generadores que faran rotar cadascuna de les peces amb la de la seva dreta i amb la de sota.





16�15�14�10�6�5�1�2�6�10�14�15�16       (1,5,2)


16�15�11�7�6�2�3�7�11�15�16                       (2,6,3)


16�12�8�7�3�4�8�12�16                                       (3,7,4)


16�15�14�10�9�5�6�10�14�15�16                   (5,9,6)


16�15�11�10�6�7�11�15�16                                 (6,10,7)


16�12�11�7�8�12�16                                                 (7,11,8)


16�15�14�13�9�10�14�15�16                               (9,13,10)


16�15�14�10�11�15�16                                             (10,14,11)


16�15�11�12�16                                                             (11,15,12) 





 Si col·loquem les peces 1, 2, 3 i 4 com en la figura podem rotar les peces 3 i 4 i aconseguir la primera fila. Ens queda per resoldre un diablotín 3x4. Si eliminem la columna de la esquerra obtenim un 3x3. Resolem una columna d’aquest de la mateixa manera que ho fèiem per una fila. Encara que no es exacte, sí que podem veure que hi ha una simetria en resoldre una fila i resoldre una columna. Obtenim així un diablotin 3x3 que sabem resoldre. Malgrat haver trobat un mètode de resolució, aquest ve condicionat per la demostració de que les peces, després d’un seguit de canvis, no es poden situar en qualsevol lloc. Aquest és el tema que explicarem a continuació. 
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Casos possibles i casos impossibles





Si traiem totes les peces del diablotín i les tornem a col·locar a l'atzar, ¿és sempre possible reordenar-lo correctament? Podem preveure que no, ja que només és permès fer lliscar les peces i, per tant, es redueix el nombre de moviments que es poden fer. Aleshores ens podem plantejar trobar en quins casos és possible resoldre el diablotín i en quins no.


Quan hem estudiat el cas del diablotín format per 3 peces de mida 2x2, hem trobat que hi ha només 3 casos possibles, però el nombre total de permutacions de 3 elements és 6. Així tenim les següents permutacions:


	casos possibles: identitat, (1,2,3), (1,3,2)


	casos impossibles: (1,2), (1,3), (2,3)


Observem doncs que en els casos possibles el nombre d'intercanvis de peces és parell i en els impossibles és senar.


A més, el 14-15 puzzle proposat per en Sam Loyd conté un únic intercanvi de peces i sabem que no es pot resoldre. Per tant, podem intentar generalitzar aquest fet.





Considerem f una permutació qualsevol de les peces. Per exemple, agafem:
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Aleshores sabem que f s'expressa com a producte de funcions generadores, que són permutacions d’ordre 3. Per tant, f ens queda expressada com:


f = (9,13,10) (5,9,6) (1,5,2). Ara bé, sabem que qualsevol permutació d'ordre k és producte de k-1 transposicions (permutacions de dos elements). Aleshores cada permutació d'ordre 3 és producte de 2 transposicions i, per tant, la permutació f serà producte d'un nombre parell de transposicions. En el nostre cas, f és:


 (9,10) (9,13) (5,6) (5,9) (1,2) (1,5) , sis transposicions, un nombre parell.


Així obtenim que qualsevol permutació de les peces és formada per un nombre parell d'intercanvis. Però, ¿pot passar que el producte d'un nombre parell de transposicions es pugui escriure com a producte d'un nombre senar? És a dir, podem expressar el moviment que representen les nostres sis transposicions amb cinc, o tres, o set, etc.? No és possible, ja que aleshores tindríem la identitat expressada per un nombre parell de transposicions, però això no pot ser perquè sabem que la identitat només es pot escriure com un nombre parell de transposicions. Així arribem a la següent conclusió:





Donada una certa reordenació de les peces, només és possible arribar a la solució correcta si el nombre d'intercanvis de peces és parell.


Aquest resultat és independent de les mides del diablotín,  la qual cosa explica la qüestió pendent en el cas 3x2.
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